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ОСЕВЫЕ СИЛЫ, ВОЗНИКАЮЩИЕ ПРИ РАЗМОЛЕ  
В ДИСКОВОЙ МЕЛЬНИЦЕ  

 
Цель статьи – исследование осевых сил, возникающих при размоле в ножевых 

размалывающих машинах. Решается задача  разработки методики для определения 
этих сил.  

Осевые силы, как правило, имеют неравномерное распределение в зоне размо-
ла из-за неравномерности зазора между ротором и статором и вязкоупругих свойств 
волокнистой прослойки. Ранее эти силы определялись только при равномерном рас-
пределении давления в зоне размола и без учета переменных составляющих силы.  
Разработана методика расчета осевых сил и мощности привода мельниц с учетом вы-
шеназванных факторов. Эта методика рекомендована для расчета ножевых размалы-
вающих машин. 

Ключевые слова: осевые силы, мельница, распределение давления.  
 

Исследования, проведенные автором [1] и другими учеными [2], пока-
зали наличие постоянных 𝐹𝑦1 и переменных 𝐹𝑦2 составляющих осевой силы. 
Осевая сила со стороны полуфабриката на диск 

 𝐹𝑦𝑛 = 𝐹𝑦1𝑛 + 𝐹𝑦2𝑛 ,                                                 (1) 
где n – число гармоник и субгармоник гарнитурных частот. 

Исследования [1, 2] показали, что при уменьшении номинального зазора 
𝑆ном между ротором и статором возрастают постоянная  𝐹𝑦1𝑛  и переменная 𝐹𝑦2𝑛  
составляющие осевой силы 𝐹𝑦𝑛. При размоле волокнистых полуфабрикатов 
это происходит практически линейно [1, 3], т. е.  

𝐹𝑦1𝑛 = 𝑏𝑆ном − 𝑎;                                             (2) 

𝐹𝑦2𝑛 = �(𝑑𝑖𝑆ном − 𝑐𝑖) cos𝜔г𝑖 𝑡,
𝑛

𝑖=1

                                    (3) 

где    a, b – коэффициенты процесса размола; 
       𝑑𝑖, 𝑐𝑖 – i -й коэффициент процесса размола; 
           𝜔г𝑖 – i -ая гармоника или субгармоника гарнитурной частоты. 

                                                           
2  Вихарев С.Н., 2013  
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Коэффициенты а, b, 𝑑𝑖 , 𝑐𝑖 зависят от факторов процесса размола. В зави-
симости от направления действия осевой силы коэффициенты а, 𝑐𝑖  могут 
быть положительными или отрицательными.  

Подставляем уравнения (2) и (3) в (1): 

𝐹𝑦𝑛 =  𝑏𝑆ном − 𝑎 + �(𝑑𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑆ном − 𝑐𝑖) cosωг𝑖 𝑡 ;                           (4) 

в то же время со стороны диска на полуфабрикат действует сила 𝐹𝑦М = 𝐶𝑠𝑋:  

𝐶𝑠 = �

𝐶11 0 0 −𝐶12
0 𝐶11 𝐶12 0
0

−𝐶21
𝐶21
0

𝐶22 0
0 𝐶22

� ;                                               (5) 

𝑋 = �
𝑥
𝑧
φ
θ
�  ,                                                              (6) 

где   𝐶11,𝐶12,𝐶21,𝐶22  – коэффициенты жесткости модели мельницы; 
                  x, z  и φ, θ – соответственно линейные и угловые перемещения дис- 
                                        ка мельницы. 

На рис. 1 показана модель мельницы в декартовой системе координат 
ОXYZ, находящейся в пространстве (т. С – геометрический центр ротора 
мельницы). Система координат cxyz  вращается вместе с ротором с частотой  
ω (r, η – полярные координаты). 

 

 
 

Рис. 1. Модель мельницы  
 

Соотношение между двумя декартовыми системами можно записать в 
следующем виде [3]:  

 
 

�
𝑋
𝑍
𝑌
� = �

𝑋𝑐
𝑍𝑐
𝑌𝑐
� + 𝑅1𝑅2 �

𝑥
𝑧
𝑦
� ,                                              (7) 
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где                                  𝑅1 = �
1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

� ;                                             (8) 

𝑅2 = �
cosθ 0 − sinθ

0 1 0
sinθ 0 cosθ

�.                                                (9) 

Используя модуль трения Кулона, результирующие силы и моменты, 
возникающие при давлении p и коэффициенте трения между дисками f, в ко-
ординатах OXYZ можно записать как 

�
𝐹𝑥𝑛
𝐹𝑧𝑛
𝐹𝑦𝑛
� = 𝑅1𝑅2

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ∫ ∫ 𝑓𝑝𝑟2

𝑟1
𝑟 sinη𝜕𝑟𝜕η2π

0

−∫ ∫ 𝑓𝑝𝑟 cosη𝜕𝑟𝜕η𝑟2
𝑟1

2π
0

−∫ ∫ 𝑝𝑟𝑟2
𝑟1

2π
0 𝜕𝑟𝜕η ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

;                                 (10) 

 

�
М𝑝𝑋
М𝑝𝑍
М𝑝𝑌

� = 𝑅1𝑅2

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ −∫ 𝑝𝑟2 sinη𝜕𝑟𝜕η2π

0

∫ ∫ 𝑝𝑟2 cosη𝜕𝑟𝜕η𝑟2
𝑟1

2π
0

−∫ ∫ 𝑓𝑝𝑟2𝑟2
𝑟1

2π
0 𝜕𝑟𝜕η ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

  ,                                 (11) 

где  𝑟1,   𝑟2 – начальный и конечный радиусы зоны размола гарнитуры. 
Давление при размоле может быть и неравномерным, например при пе-

рекосе статора (рис. 2, а), и равномерным (рис. 2, б). При этом результирую-
щая сила имеет эксцентриситет. 

При этом давление в зоне размола можно представить как 

𝑝 = (δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)𝑆) + ��(δ3𝑖(𝑟, η) − δ4𝑖(𝑟, η)𝑆)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡� ,     (12) 

 
где δ1(𝑟, η), δ2(𝑟, η), δ3𝑖(𝑟, η), δ4𝑖(𝑟, η)  – функции распределения давления в 
                                                                       зоне размола; 
                                                                 S – зазор между ротором и статором, 
                               𝑆 = 𝑆ном + 𝑟(cosφ sinθ cosη − sinφ sinη);                      (13) 

               t – время. 

 
 

Рис. 2. Распределение давления в зоне размола:  
а – неравномерное; б – равномерное 
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Подставляя уравнения (12) и (13) в (10) и пренебрегая малыми углами, 
получаем 

𝐹𝑦𝑛 = −� � 𝑟δ1(𝑟, η)
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝜕𝑟𝜕η + �� � 𝑟𝛿2(𝑟, η)

𝑟2

𝑟1

2π

0
𝜕𝑟𝜕η� 𝑆ном − 

−� � �𝑟[δ3i(𝑟, η) − δ4𝑖(𝑟, η)𝑆ном] cos(ωг𝑖𝑡)
𝑛

𝑖=1

𝑟2

𝑟1

2π

0
𝜕𝑟𝜕η.                 (14) 

 
Уравнения (4) и (14) описывают одну и ту же силу 𝐹𝑦𝑛, откуда имеем 

𝑎 = ∫ ∫ 𝑟δ1(𝑟, η)𝑟2
𝑟1

2π
0 𝜕𝑟𝜕η;                                         (15) 

𝑏 = ∫ ∫ 𝑟δ2(𝑟, η)𝑟2
𝑟1

2π
0 𝜕𝑟𝜕η;                                         (16) 

𝑐𝑖 = ∫ ∫ 𝑟δ3𝑖(𝑟, η)𝑟2
𝑟1

2π
0 𝜕𝑟𝜕η;                                        (17) 

𝑑𝑖 = ∫ ∫ 𝑟δ4𝑖(𝑟, η)𝑟2
𝑟1

2π
0 𝜕𝑟𝜕η .                                       (18)  

 
Подставляя уравнения (12) и (13) в (10) и (11) и пренебрегая малыми уг-

лами, получаем 
−𝐹𝑥𝑛 = 𝑉1φ + 𝑉2θ − 𝑙𝑥;                                             (19) 
−𝐹𝑧𝑛 = 𝑉3φ + 𝑉4θ − 𝑙𝑧;                                              (20) 
−𝑀𝑝𝑥 = 𝑉5φ + 𝑉6θ − 𝑙φ;                                             (21) 
−𝑀𝑝𝑧 = 𝑉7φ+ 𝑉8θ − 𝑙θ,                                              (22) 

где 

𝑉1 = −𝑓� � �δ2(𝑟, η) + �δ4𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑟, η) cos(ωг𝑖𝑡)� 𝑟2 sin2 η
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝜕𝑟𝜕η;         (23) 

 

𝑉2 =� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)(𝑆ном − 𝑓𝑟 cosη sinη) +
𝑟2

𝑟1

2π

0

             +�𝛿3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

𝛿4𝑖(𝑟, η)(𝑆ном − 𝑓𝑟 cosη sin 𝜂) cosωг𝑖𝑡� 𝑟𝜕 𝑟𝜕η;        (24) 

𝑉3 = –� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)(𝑆ном + 𝑓𝑟 cosη sinη) +
𝑟2

𝑟1

2π

0

             +�δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

δ4𝑖(𝑟, η)(𝑆ном + 𝑓𝑟 cosη sinη) cosωг𝑖𝑡� 𝑟𝜕 𝑟𝜕η;        (25) 

 

 𝑉4 = −𝑓� � �𝛿2(𝑟, η) +�𝛿4𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑟, η) cosωг𝑖𝑡�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟2 cos2 η 𝜕𝑟𝜕η ;            (26) 
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𝑉5 = � � �δ2(𝑟, η) + �δ4𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑟, η) cosωг𝑖𝑡�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟3 sin2 η 𝜕𝑟𝜕η;             (27) 

𝑉6 = � � [
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑓δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)(𝑓𝑆ном + 𝑟 cosη sinη) + 

        +�𝑓δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

δ4𝑖 (𝑟, η)(𝑓𝑆ном + 𝑟 cosη sinη) cosωг𝑖𝑡]𝑟2𝜕𝑟𝜕η;         (28) 

 
𝑉7 = −∫ ∫ [𝑟2

𝑟1
2π
0  𝑓δ1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)(𝑓𝑆ном − 𝑟 cosη sinη) +    

+�𝑓𝛿3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

𝛿4𝑖 (𝑟, η)(𝑓𝑆ном − 𝑟 cosη sinη) cosωг𝑖𝑡]  𝑟2𝜕𝑟𝜕η;      (29) 

 

𝑉8 = � � �δ2(𝑟, η) + �δ4𝑖(𝑟, η) cosωг𝑖𝑡
𝑛

𝑖=1

�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟3 cos2 η 𝜕𝑟𝜕η;           (30) 

 

𝑙𝑥=𝑓 �� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)𝑆ном +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                       +�(δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

δ4𝑖 (𝑟, η)𝑆ном)cosωг𝑖𝑡� 𝑟 sinη 𝜕𝑟𝜕η� ;                  (31) 

 

𝑙𝑧 = –𝑓 �� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)𝑆ном +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                           +�(δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

δ4𝑖 (𝑟, η)𝑆ном)cosωг𝑖𝑡� 𝑟 cosη𝜕𝑟𝜕η� ;             (32) 

     

𝑙φ = –� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)𝑆ном +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                         +�(δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

δ4𝑖 (𝑟, η)𝑆ном)cosωг𝑖𝑡� 𝑟2 sinη𝜕𝑟𝜕η;                (33) 

    

        𝑙θ=� � �δ1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)𝑆ном +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                             +�(δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

𝛿4𝑖 (𝑟, η)𝑆ном)cosωг𝑖𝑡� 𝑟2 cosη𝜕𝑟𝜕η.            (34) 
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Матрица жесткости модели волокнистой прослойки:  
 

𝐶𝑝(𝑡) = �

0 0 𝑉1 𝑉2
0 0 𝑉3 𝑉4
0
0

0
0

𝑉5 𝑉6
𝑉7 𝑉8

� . 

 
Момент сопротивления вращению роторного диска: 

 

𝑀𝑝𝑦 = –𝑓� � �δ1(𝑟, η) + 𝛿2(𝑟, η)𝑆ном −
𝑟2

𝑟1

2π

0

                           –�(δ3𝑖(𝑟, η) −
𝑛

𝑖=1

𝛿4𝑖 (𝑟, η)𝑆ном)cosωг𝑖𝑡� 𝑟2𝜕𝑟𝜕η. 

 
Мощность привода мельницы: 

𝑃 =
𝑀𝑝𝑦ω
ηп

, 

где ηп – коэффициент полезного действия привода. 
Давление при равномерном распределении в зоне размола (см. рис. 2, б): 
 

𝑝 = (δ1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)𝑆) + �(δ3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡 . 

 
Коэффициенты уравнений (23) – (30) могут быть упрощены: 

 

𝑉1 = −𝑓� � δ2(𝑟, η)𝑟2 sin2 η
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝜕𝑟𝜕η ; 

 

𝑉2 =� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η)(𝑆ном − 𝑓𝑟 cosη sinη) +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                                               +�δ3𝑖(𝑟,𝛼)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡� 𝑟𝜕 𝑟𝜕η; 

 

𝑉3 = –� � �δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟,𝛼)(𝑆ном − 𝑓𝑟 cosη sinη) +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                                                 +�δ3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡� 𝑟𝜕 𝑟𝜕η; 
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𝑉4 = −𝑓� � δ2(𝑟, η)
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 η 𝜕𝑟𝜕η; 

𝑉5 = � � 𝛿2(𝑟, η)
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟3 sin2 η 𝜕𝑟𝜕η; 

 

𝑉6=� � �𝑓δ1(𝑟, η) − δ2(𝑟, η𝑉)(𝑓𝑆ном +
𝑟2

𝑟1

2π

0

                              + 𝑟 cosη sinη) + �𝑓δ3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡� 𝑟2𝜕𝑟𝜕η; 

 

   𝑉7 = –� � �𝑓δ1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)(𝑓𝑆ном −
𝑟2

𝑟1

2π

0

                               − 𝑟 cosη sinη) +�𝑓𝛿3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡� 𝑟2𝜕𝑟𝜕η; 

 

𝑉8 = � � 𝛿2(𝑟, η)
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟3 cos2 η 𝜕𝑟𝜕η. 

Так же упрощаются уравнения (31) – (34): 

𝑙𝑥 = 𝑓 �� � �𝛿1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)𝑆ном + �𝛿3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟 sinη𝜕𝑟𝜕η� ; 

 

𝑙𝑧 = −𝑓 �� � �𝛿1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)𝑆ном + �𝛿3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟 cosη𝜕𝑟𝜕η� ; 

𝑙φ = −� � �𝛿1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)𝑆ном +�𝛿3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟2 sinη𝜕𝑟𝜕η; 

  

𝑙θ = � � �𝛿1(𝑟, η) − 𝛿2(𝑟, η)𝑆ном + �𝛿3𝑖(𝑟, η)
𝑛

𝑖=1

cosωг𝑖𝑡�
𝑟2

𝑟1

2π

0
𝑟2 cosη𝜕𝑟𝜕η. 

Предлагаемая методика рекомендуется для расчета осевых сил и мощ-
ности привода дисковой мельницы.  
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Axial for Ces Generated in the Disk Mill at Grinding  

 
The paper aimed to research the axial forces generated in cutting mills at grinding. The au-
thor’s aim was to develop a technique to define these forces. As a rule, axial forces have 
non-uniform distribution in the grinding zone because of a non-uniform clearance between 
the rotor and stator and viscoelastic properties of the fibrous layer. Earlier these forces could 
be defined in the grinding zone only at uniform pressure distribution and without taking into 
account variable components of force. The paper presents a method of calculating axial 
forces and driving power of mills in view of the above mentioned factors. This method is 
recommended for cutting mills. 
 
Keywords: axial forces, mill, pressure distribution. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


