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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ПРИ РЕЗАНИИ ДРЕВЕСИНЫ 

 
Предложен способ решения задачи нестационарной теплопроводности численным 
методом. Проведено моделирование процесса теплопроводности с граничными ус-
ловиями первого рода. 
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   Необходимость исследования теплофизики процесса резания дре-
весины обусловлена высочайшими требованиями к качеству производимой 
продукции и вытекающими отсюда требованиями к элементам деревообра-
батывающих технологических систем, прежде всего к режущему инстру-
менту. Если в машиностроении точность сборных фрез по радиальному 
биению двух диаметрально расположенных зубьев режущих элементов в 
пределах 0,03 мм считается уровнем, то для дереворежущих фрез требуется 
микронная точность. Кроме того, специфика обработки древесины заключа-
ется в малой теплопроводности этого материала и концентрации практиче-
ски всей образующейся при резании теплоты (за исключением конвекцион-
ных потоков) в режущем инструмент. В связи с этим актуальность учета те-
пловых деформаций с точки зрения потери точности инструмента в процес-
се резания не вызывает сомнений. Особенно важно это на этапе выбора кон-
структорского решения сборных инструментов, где вариативность возмож-
ных способов крепления режущего ножа достаточно высока, а выбор вари-
антов решений в рамках одного способа еще выше. В целом набор таких 
решений может достигать нескольких десятков. 

   Тепловые источники при резании древесины возникают как ре-
зультат перехода в теплоту энергии деформации обрабатываемого материа-
ла и работы трения на поверхностях контакта древесины, стружки и режу-
щего инструмента. Источниками отрицательной интенсивности (стоками), 
при воздействии которых теплота отводится от режущего инструмента, мо-
гут быть теплопроводность от лезвия к корпусу режущего инструмента, те-
пловое излучение, передача тепла в стружку и обрабатываемую деталь, кон-
вективный теплообмен. Для открытых процессов резания, в частности при 
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пилении древесины, с достаточной степенью точности все источники тепло-
ты можно рассматривать как плоские, а определяющим процессом отвода 
теплоты считать теплопроводность [2]. 

   Для решения краевых задач нестационарной теплопроводности ис-
пользуют в основном численные методы, из которых наибольшее примене-
ние (в силу своей универсальности) получили методы конечных разностей и 
конечных элементов. Каждый из этих методов имеет свои преимущества и 
недостатки, причем их реализация требует своего, как правило, сложного и 
дорогостоящего математического обеспечения [1]. 

   В связи с этим представляет интерес объединение методов реше-
ния задач нестационарного теплообмена на основе использования общего 
математического подхода в доступной для инженерных расчетов форме – 
теория пространства состояний (ТПС). 

   Рассмотрим объединяющие особенности численных методов при 
расчете нестационарной теплопроводности. Применение метода прямых 
основано на замене производных по всем переменным, кроме одной (на-
пример, времени), конечными разностями. Это приведет к системе диффе-
ренциальных уравнений (в общем случае нелинейных), для численного ре-
шения которой можно использовать методы Рунге – Кутта, Адамса и др. 
Методы конечных разностей и конечных элементов также позволяют при-
вести нестационарное уравнение теплопроводности вида (в частности, для 
одномерной задачи) 

                                                     2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂                                                       (1) 

с начальными и краевыми условиями 

                                        
)(),();(),0(

;0;0)0,(
ttsuttu

sxxu
ϕ=ϕ=

<<=
 

к системе дифференциальных уравнений первого порядка. 
   В качестве общего математического подхода в этом случае может 

быть принят метод переменных состояний (МПС), основанный на теории 
матричного исчисления и векторном анализе. Для системы, описываемой 
совокупностью обыкновенных дифференциальных уравнений, пространство 
состояний может быть представлено следующими зависимостями [5]: 
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где A(t) – основная матрица состояния системы;  
       u(t) – вектор переменных состояний объекта;  
       B(t) – матрица задания граничных условий;  
        z(t) – вектор управляющих воздействий; 
        y(t) – вектор выходных переменных; 
       C(t) – матрица связи переменных состояний с выходом системы;  
       D(t) – матрица задания начальных условий.  
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   В методе прямых с конечно-разностной аппроксимацией для зада-
чи (1) разобьем интервал sx ≤≤0  узлами ix  с шагом h. По формуле чис-
ленного дифференцирования для внутренних линий 11 −≤≤ ni  получим 
систему уравнений 

                                ,11;2 11 −≤≤+−= +− nimumumu
dt
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iii
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которая может быть представлена уравнениями состояния  (2), когда учиты-
ваются следующие граничные условия первого рода (симметричная задача): 
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       δρ,,,λ c  – соответственно  теплопроводность,  теплоемкость, плотность,  
                          толщина слоя модели; 
               )(tϕ – температура на  поверхности  стенки, изменяющаяся  во  вре-  
                          мя испытаний;  
                  u(t) – температура текущего слоя модели;  
                y(t) – температура центрального слоя модели.  

   Использование предлагаемого подхода для конечно-элементного 
способа расчета можно показать на примере полудискретного метода Галер-
кина [6]. Применив этот метод, преобразуем уравнение (1): 
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Запишем уравнения состояния для системы (4): 
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Сопоставление метода МПС с точным аналитическим решением [4] 
показало, что при Fo > 1,5 погрешность вычислений не превышает 1%. 
Оценка численных свойств позволила установить аппроксимируемость, 
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сходимость и устойчивость схем дискретизации МПС. При использовании 
граничных условий второго рода матрица для них имеет следующий вид: 

                                           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ρδ
)(00

ρδ
)()(

c
tq

c
tqtB K .  

Результаты исследований хорошо согласуются с данными работы 
[3], где предложена математическая модель первого рода для обратной за-
дачи теплопроводности, основанная на математическом описании фильтра 
Калмана. 

Выводы 

   1. Рассмотрен подход к решению задач нестационарной теплопро-
водности численным методом, базирующимся на теории пространства со-
стояний (ТПС). 

   2. Методом ТПС проведено моделирование процесса теплопровод-
ности с граничными условиями первого рода, показавшее сходимость и ус-
тойчивость схем дискретизации. 

   3. Метод ТПС может быть использован для решения задачи выбора 
конструкции дереворежущего инструмента на стадии его проектирования. 
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Mathematic Simulation of Heat Conductivity in Wood Cutting 
 
The method of solving problem of unsteady heat conductivity by numerical method is 
proposed. The simulation of the heat conductivity process with first-order boundary                
conditions is carried out.   
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