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П р о к о в к а диска пилы является необходимой операцией для обеспе­
чения его устойчивости при пилении. В статье делается попытка выяс­
нить влияние, оказываемое начальной проковкой на работу пильного ди­
ска, исследуются н а п р я ж е н и я , возникающие вследствие проковки, и 
влияние этих н а п р я ж е н и й на частоты свободных колебаний диска, вы­
водятся характеристики для аналитической оценки величины проковки. 

П р и решении задачи мы д е л а л и следующие допущения : 
1. Пильный диск находится в условиях плоского осесимметричного 

напряженного состояния (полагаем, что после проковки диск сохраняет 
•плоскую ф о р м у ) . 

2. Р а с с м а т р и в а ю т с я только поперечные колебания точек диска (пер­
пендикулярные плоскости д и с к а ) . 

3. Н а п р я ж е н и я не превосходят предела упругости. 
4. В прокованной области диск испытывает незначительные пласти­

ческие деформации , а в непрокованной — деформации только упругие. 
Решение поставленной перед нами задачи даст возможность отве­

тить на вопрос о компенсирующем в л и я н и и напряжений , возникающих 
вследствие начальной проковки, н а н а п р я ж е н и я , в о з н и к а ю щ и е в пиле 
от ее неравномерного нагрева [1], и явится теоретической основой д л я 
рационального выбора технологии проковки. 

Попутно в работе рассмотрены критические степени проковки, то-
есть такие , при которых пильный диск теряет устойчивую плоскую фор­
му равновесия . 

Численные примеры, приводимые в конце статьи, помогают уяснить, 
как следует применять полученные нами формулы для практических 
расчетов; они д а ю т т а к ж е возможность рассмотреть влияние начальной 
проковки на частоты собственных колебаний пильного диска д л я зонтич­
ной и веерных форм. 

Тема данной статьи не д о л ж н а рассматриваться самостоятельно . 
Она является частью вопроса о влиянии начальных н а п р я ж е н и й , возни­
к а ю щ и х вследствие проковки, неравномерного нагрева , а т а к ж е центро-



бежных сил инерции на собственные частоты пильных дисков. П о с л е д н я я 
тема очень тесно с в я з а н а с вопросом об устойчивости пильных дисков, 
который в настоящее в р е м я р а з р а б а т ы в а е т с я на к а ф е д р е строительной 
механики Ленинградской лесотехнической академии под руководством 
проф. Л . Н. Тер-Мкртичьяна . 

Основные соотношения, определяющие частоты собственных 
колебаний пильного диска под действием напряжений, 

возникающих вследствие начальной проковки 

Исследуем свободные колебания пильного диска толщиной h с внут­
ренним радиусом а и внешним радиусом Ь (рис. 1). 

В результате проковки центральной части пилы на расстоянии / от 
центра диска, по периметру проковки возникают значительные начальные 
н а п р я ж е н и я , которые определяются 
пластической д е ф о р м а ц и е й пильного 
диска . В прокованной части будут 
иметь место остаточные деформа­
ции, которые д л я простоты будем 
считать осесимметричными. В непро-
кованной части пластические дефор­
мации отсутствуют, и вся эта об­
ласть испытывает только упругие де­
формации . Н а п р я ж е н и я будем счи­
тать осесимметричными. 

Р е ш а я плоскую осесимметрич-
ную задачу при соответствующих 
граничных условиях для пильного 
диска с прокованной внутренней областью, получим д л я компонент на­
пряжения в полярной системе координат следующие в ы р а ж е н и я : 

Д л я прокованной части пилы: 

Рис. 1. 
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Д л я непрокованной части пилы: 
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где Е — модуль упругости; 
£ 5 ( о ) — величина, х а р а к т е р и з у ю щ а я степень проковки в д о л ь ' р а д и у ­

са, с в я з а н н а я с относительной пластической деформацией 
простой зависимостью: 

• . ( р > о ) 

Эта ф о р м у л а получается , если учесть постоянство объема при пла­
стической деформации . 

Формулы (1), (2), (3), (4) и (5) приведены здесь в конечном виде; подробный 
вывод этих формул имеется в работе Л. Н. Тер-Мкртичьяна «Устойчивость круглых 
пил», выполненной на кафедре строительной механики Ленинградской лесотехнической 
академии. 



Коэффициенты <;,- определяются следующими в ы р а ж е н и я м и : 
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П р и выводе формул д л я компонент н а п р я ж е н и й закон распределе­
ния относительной пластической деформации был принят в виде: 

п-\ 
(6) 

где ап _ 1 и а„ постоянные, определяемые из граничных условий д л я 
прокованной области, а показатель степени «я» выбирается с таким рас­
четом, чтобы эта формула наилучшим образом отвечала той пластиче­
ской деформации , которая в ы з ы в а е т с я проковкой диска . 

П о л ь з у я с ь принципом Гамильтона — Остроградского , з апишем 
уравнение свободных колебаний пильного диска, находящегося под дей­
ствием напряжений , обусловленных проковкой, в следующей форме [1]: 
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где 2 — частота собственных колебаний пильного диска ; 
D — цилиндрическая жесткость ; 
W — смещение точек диска в направлении, перпендикуляр­

ном плоскости диска ; 
За , "р о — компоненты н а п р я ж е н и й в пильном диске, определяемые 

начальной проковкой диска ; 
у — удельный вес м а т е р и а л а диска ; 
g — ускорение свободного падения; 

р, О — полярные координаты. 

Так к а к н а п р я ж е н и я в диске считаем осесимметричными, то компо­
нент т р 0 следует приравнять нулю. 

= 0. 

Тогда (7) можно переписать следующим образом: 
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Ввиду исключительной трудности точного решения уравнения (8) 
для нахождения функции W, о б р а щ а ю щ е й подынтегральное в ы р а ж е н и е 
тождественно в нуль, применим метод акад . Б . Г. Галеркина , позволяю­
щий определить W, удовлетворяющее граничным условиям задачи и об­
р а щ а ю щ е е (8) в нуль. 

Граничные условия з адачи : 
На закрепленном внутреннем контуре при р = а: 

W=0 
dW 

= 0 
) 

На свободном внешнем контуре при р = Ь: 
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Главные формы колебаний выберем в виде: 

X Sin (Х6 + е о ) 8 1 п ( 9 * + а ( ) ) ; (10) 

В ы р а ж е н и е (10) автоматически удовлетворяет граничным условиям 
на внутреннем контуре, а постоянные В(р и выбираются таким обра ­
зом, чтобы они удовлетворяли граничным условиям (9) [1]. 

П о д с т а в л я я (10) в (8) и произведя интегрирование по t, получим 
после сокращения на общие множители: 
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где в данном случае под W следует понимать в ы р а ж е н и е (10), но без 
последнего множителя S i n ( 2 r + a 0). 

Р а з о б ь е м в ы р а ж е н и е (11) на сумму интегралов и введем соответст­
венно следующие обозначения: 

/ | , = J J £>ДЛ Ш Wrjdodd = / / л (с, X) a0'3a^ (12) 
а 0 

Ъ 2тс 

1\1

Л = j j / W p 3 W^pdO == - £ s s (a) ( с , 5 , v, X) а0оа'и (13j 
а О 

a 0 

= « s (а ) [ / £ (с, 5, v, X) - ) * / * (с, 5, v, X) ] а ; Ьа'0; (14) 

Обозначим: 
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/ £ ' Х ( С , 5, v, X) = f]\ (с, S, v, X) - X ( с , S, v : X); (15) 

Тогда (14) перепишется в с л е д у ю щ е й форме : 
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Используя все введенные выше обозначения, перепишем уравне­

ние (11) в виде: 

Функции, в х о д я щ и е в в ы р а ж е н и я (12), (13), (16) и (17), находятся 
непосредственным интегрированием. 

В конечном виде после некоторых преобразований эти функции мо­
гут быть записаны в следующем виде: 

/ и ( с ' Х ) = 2 C / - 2 ^ T Z T — (19) 
I == — 1 

/ ™ ( с> >0 = 2 K'i - 3 (20) 
i = 2 
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Коэффициенты С;, К[; Ei и / . / определяются по ф о р м у л а м , при­
в о д и м ы м в т а б л . 1 соответственно. Следует заметить , что все эти 
коэффициенты встречались у ж е при вычислении влияния на частоту соб­
ственных колебаний пильного диска температурных н а п р я ж е н и й , обус­
ловленных неравномерным нагревом [1]. В ф о р м у л а х (19), (21), (22) 
дроби, я в л я ю щ и е с я сомножителями коэффициентов £3 и \. при i = l , 
а т а к ж е сомножитель коэффициента ;„ при / = — 1, в формуле (22) об­
р а щ а ю т с я в неопределенности типа . Эти неопределенности д о л ж н ы 
быть раскрыты по правилу Л о п и т а л я . 

В формуле (22) множитель при L n о б р а щ а е т с я в нуль, так к а к на­
чальные н а п р я ж е н и я от проковки, действующие по радиальному сечению 
диска , д о л ж н ы иметь главный вектор, равный нулю. 

П о д с т а в л я я в уравнение (18) значение интегралов (12), (13), (16) 
и (17) и производя сокращение общих множителей , имеем: 

Df\A {с, X) - Ег* (а) Ь* \у]л {с, S, v : X) + 

+ f^x(c,S,,,l)]~<2 g 
l h b*f™(c, X) = 0; (23) 

Р е ш а я уравнение (23) относительно к в а д р а т а частоты собственных 
колебаний, получим: 

Q 2 — Ал с Л) 
1,1 fXll А , " [с, I) / м (С *) 

где для краткости письма введены с л е д у ю щ и е обозначения: 
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И з уравнения (24) при / = 0 получим собственную частоту при 
зонтичной форме колебаний пильного диска . П р и / = 1, 2, 3.... получим 
соответственно частоты первой, второй, третьей и т. д. веерных форм 



Объединенные коэффициенты Ь. 
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колебаний пильного диска, с учетом влияния н а п р я ж е н и й , обусловлен­
ных начальной проковкой диска . 

П р и отсутствии проковки в ф о р м у л е (24) остается только первый 
член, который в данном случае определяет частоту собственных колеба­
ний пильного диска без учета всех факторов . 

Формула (24) позволяет вычислить т а к ж е весьма в а ж н у ю характе ­
ристику проковки пильных дисков — «критическую проковку», то есть 
т а к у ю проковку, при которой частота собственных колебаний обращает­
ся в нуль, что физически означает потерю устойчивости равновесия пло­
ской формы диска . 

Формула д л я критической степени проковки имеет вид: 

. ( f l ) l vlL (С' l ) (271 

Используя зависимость м е ж д у относительной степенью проковки пи­
лы и пластической деформацией , .можем формулу (27) переписать в 
следующем виде: 

м \ ( т ) / ' м М ) 
А /кр 6 ( 1 - ц а ) ' / V i ( c > S f V i X ) + / J J x ( c , S , v f X ) . ( 2 8 ) 

Типовой расчет влияния напряжений от начальной проковки 
на частоты свободных колебаний пильного диска 

Д л я расчета был принят диск со следующими п а р а м е т р а м и : 

Н а р у ж н ы й радиус Ь = 250 мм 
Отношение внутреннего радиуса к н а р у ж н о м у . . . с = ~ь —0,2 
Толщина пилы h = 2 мм 
М о д у л ь упругости м а т е р и а л а диска Е = 2• 106 — 2 

Коэффициент Пуассона [>• — 0,3 

Удельный вес м а т е р и а л а диска . . . . . . . . . Т — 7,8 ^ 

Ускорение свободного падения ^ ggi с м 

Отношение внутреннего радиуса к радиусу прокован- д 

ной области S = y = 0,3 

Степень проковки у внутреннего контура диска . . . г 5 ( а ) = Ы 0 _ 3 

П о к а з а т е л ь степени в функции распределения относи­
тельной пластической деформации в д о л ь радиуса п=Л 

Отношение проковки у наружного контура прокован­
ной области к проковке у внутреннего контура v — 1 

Последовательность , которой следует п р и д е р ж и в а т ь с я при выполне­
нии расчета , с л е д у ю щ а я : 

1. Из граничных условий (9) находятся коэффициенты Щ\ 
2. П о ф о р м у л а м табл . 1 вычисляются значения объединенных к о э ф ­

фициентов bu b2, b3, b.i, b5. 
3. Составляется таблица из попарных произведений объединенных, 

коэффициентов . 



4. П о ф о р м у л а м т а б л . 1 вычисляются коэффициенты: 

Cb Ki и L t . 

5. П о формуле (19) находится функция f\,\(c, X). 
6. П о ф о р м у л а м (21) и (22) вычисляются функции 

М е ж д у фигурными скобками, входящими в эти ф о р м у л ы , имеете» 
соотношение 

f + 1 l - 5 " + 1 , . 1 - 5 

+ ^5 
1—С 

П + J + 1 

.я + / + Г 1 _ 5 ' — 1 
+ 5j 7Z71 + 

/ + 1 

/ — 1 
с 

п 

i— 1 

1 - 5 " + '' , 
п-—— Ь п + i 

+ 4 
1 — с «•+1 

i + 1 

значительно облегчающее расчет. 
7. П о формуле (20) вычисляется функция 

Значения вычисленных функций приведены в т а б л . 2. 

Т а б л и ц а '2 

X / £ • х (с, 5, v, X) 

0 0,2659 —0,00097 0,00804 0,00961 
1 0,2563 -0,00134 0,00389 0,01053 
2 0,5387 —0,00239 —0,01315 0,01261 
3 2,1726 —0,00335 -0.03575 0,01332 
4 5,5120 —0,00302 —0,07154 0,01053 
5 8,8706 -0,00182 -0,07132 0,00642 

8. П о ф о р м у л е (24) находятся собственные частоты колебаний п и л ь ­
ного диска при различных ф о р м а х колебаний (при зонтичной и первых, 
трех веерных ф о р м а х ) . Расчеты по этой формуле производятся д л я к а ж ­
дого случая проковки. Р е з у л ь т а т ы вычислений приведены в т а б л . 3. 

Т а б л и ц а 3 

X ( * ) р = « 
0 ,2-10" 3 " 

U / р = а 

= 0 ,4-10" 3 

!Г сек 2 <> гц il'2 сек'2 Q гц 

35 610 
47 660 

150 246 
533 640 

1 501 100 

30 
34,8 
61,7 

116 
195 

5 908 
37 890 

199 800 
682 640 

1 767 300 

12,5 
31 
71,5 

131,5 
212 



Продолжение 

1 (*!=« = 1 , 0 - ю - 3 

( А ) Р = « 
= 2 , 0 - 1 0 ~ 3 

Q2 с е к - ' 2 Q гц 

0 
1 
2 
3 
4 

8 557 
348 414 

1 129 640 
2 566 ООО 

14,7 
94,3 

169 
256 

596 120 
1 874 460 
3 897 ООО 

125 
218 
315 

Д а н н ы е табл . 2 позволяют найти частоты свободных колебаний пиль­
ного диска при различной относительной степени проковки (табл . 3 ) . 
Д л я сравнения в т а б л . 4 приводим частоты непрокованного пильного 
диска . 

Т а б л и ц а 4 

0 1 2 3 4 5 

2 гч 40,7 38,2 50,5 98 172 288 

Р е з у л ь т а т ы проделанных вычислений иллюстрируются г р а ф и к а м и 
рис. 2. 

-•(JV -1£ -1,0 -0.8-0,6 -0/, -0,2 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 & <« 2,0 

Рис. 2. 

П о формуле (28) находим критические степени проковки (табл . 5 ) . 
Т а б л и ц а 5 

1 0 1 2 3 4 5 

р = а 

0,44 1,17 -0 ,40 -0 ,52 —0,93 -1,42 



>Р 

ор 

0.6 

о* 

ОЛ 

о 

-ол 

-0.4 

-0,6 

-0,6 

• 1,0 

ОАЧ 

1,17 

0.40 
0.60 

0,92 

Рис. 3. 

Значения критических степеней проковки д л я различных форм коле­
баний графически иллюстрируются рис. 3. 

Анализ полученных результатов 

Р е з у л ь т а т ы проведенного расчета показывают , что влияние н а ч а л ь ­
ных напряжений , обусловленных проковкой, на частоты свободных ко­
лебаний пильного диска по своему х а р а к т е р у прямо противоположно 
действию напряжений , вызываемых неравномерным нагревом диска. 
Это явление справедливо д л я всех рассмотренных форм колебаний 
пильного диска . 

Д л я зонтичной формы колебаний (колебания без узловых диамет­
ров и узловых окружностей) проковка центральной части пилы приво­
дит к общему уменьшению жесткости диска, что ведет к у м е н ь ш е н и ю 
частоты свободных колебаний. 

При критической проковке, к о т о р а я соответствует уменьшению тол­
щины пильного диска 

ДА = 2/z • г 5 ( а ) к р = 0,88 • 10~ 3 

происходит потеря устойчивости плоской формы равновесия . 
Потеря устойчивости означает в данном случае, что жесткость д и с ­

ка с т а л а равной нулю и приложением к его ободу беконечно малого уси­
лия можно вывести точки из плоскости диска . П р и отсутствии проковки* 
ф о р м у л а (24) при X = 0 дает частоту, свободных колебаний равной q °) = 40,8 гц. • • • \ 

Собственная частота 1-ой веерной формы колебаний без учета на­
пряжений от начальной проковки равна Й ( 1 ) = 3 3 , 6 гц. Это уменьшение 
частоты говорит о том, что зонтичную форму колебаний нельзя рассмат­
ривать , к а к низшую из веерных форм колебаний диска . Критическая сте­
пень проковки д л я 1-ой веерной формы (с одним узловым диаметром) 
равна 0,58, что соответствует уменьшению толщины диска на 2,32 • 10~ s мм. 

Влияние напряжений , обусловленных проковкой, на частоты высших 
веерных форм колебаний совершенно иное. 
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Отрицательные значения критической степени проковки для этих 
•форм колебаний говорят о том, что никакой проковкой не нарушается 
устойчивость плоской формы равновесия пильного диска. Значения ча­
стот свободных колебаний без учета проковки для второй и третьей 
веерных форм соответственно р а в н ы ^ 2 ' = 50,5 гц и ^ ( 3 ) = 117 гц. От 
проковки значения собственных частот для этих форм увеличиваются . 

С р а в н и в а я результаты этой и другой нашей работы [1], приходим к 
выводу, что ввиду различного влияния на частоту проковка диска и его 
нагрев при пилении д о л ж н ы компенсировать друг друга . Исследованию 
этого компенсирующего влияния будет посвящена особая статья . 
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